PROBLEMA 1

Si considerino i triangoli la cui base ¢ 4B = 1 e il cui vertice C varia in modo che I'angolo C A B si
mantenga doppio dell’angolo 4 B C .

1. Riferito il piano ad un conveniente sistema di coordinate, si determini [’equazione del luogo
geometrico ¥ descritto da C.

(]

Si rappresenti . tenendo conto. ovviamente, delle prescritte condizioni geometriche.

3. Si determini ’ampiezza dell’angolo 4 B C' che rende massima la somma dei quadrati delle
altezze relative ai lati 4C e BC e, con l'aiuto di una calcolatrice, se ne dia un valore
approssimato in gradi e primi (sessagesimali).

N5 -1
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4. Siproviche se Aéf = 36° allora e AC =

SOLUZIONE

Consideriamo la seguente figura:

'y

1)
I punto C ha coordinate generich€ =(x,y). Ma il triangolo AHC e rettangolo per

cuiy = xtan@a).
Ora applicando il teorema dei seni al triangolo A8@Qa:

AC _  AB _ 1
sin(@)  sin(r-3a)  sin@Ga)
_sin(@) _ sin(@)
- sin(@a) - sin(2a + a) -

sin(a) _

sin(2a) cos@) + cosRa)sin(a) -
_sin(a) . 1 _ 1

sin(cr)[Zcos,2 (a) + cosQa)J - [4cos,2 (a) —1] " [2cos@a) +1]




Ma vale anche che:

AH = x = ACcosa) = [2
Quindi abbiamo due condizioni:

cos@a) = %

y
1-2x

sin(2a) = %cosQa) =

Ricordando la relazione fondamentale

sin®(2a) +cos’ (2a) =1 -

2 2
y + X =1
1-2x 1-2x

x> +y*-(1-2x)* =0 -
y? =3x* +4x-1=0

Per cui si ha:
Yy y?=3x*+4x-1=0

Per capire di che curva si tratta riscriviamolguresto modo:

Ora se effettuiamo una traslazione lungo I'asske @aicisse cioé effettuiamo la trasformazione

N 2 .
X'= x—§ la curva diventa:

(X%)y_
ok




cioe otteniamo la classica iperbole con asintoti ++/3. Per cui la nostra curva & una iperbole
o 2
traslata con asintoty = i\@{x _§j

2)
Il problema impone pero delle limitazioni geomdtec

Innanzitutto deve essede< a < 60°. Ora poiché il coseno in questo intervallo &€ dexeate allora

0°<a<60° = 0<2a <120 - cos20) < cos@a) < cosQ°) = —% <cos@a) <1

Ma
cos@a) = - —ls X <1.
- 2X 2 1-2x
X <1 3X_lsO xsl,x>E
1-2x - 1-2x - 3 2@
X 1 1 1
>-= >0 X<—
1-2x 2 1-2x 2
1
X< =
3

Inoltre per come introdotto il sistema di riferimemleve aversy = Oquindi il nostro problema va

discusso per

1
X< —
3
y=0

Ricaviamo ora la funziong = f (x dalla curvay:y* —-3x* +4x-1= 0

Si ha:

y =+43x% —4x+1

Ma con la limitazioney = (a soluzione da prendere é quella positiva petacnostra funzione é

y=+/3x* —4x+1



. . o 1
Studiamo allora la funziong = +/3x* —4x+1 con la limitazionex < 3

Dominio: 3x* —4x+1=(3x-1(x-1) =0 -~ x=10 xsé che con la Iimitazionas% impone

. 1
come dommm(—oo,g} :

Intersezioni asse ascissgy =v3x* —4x+1=0 - 3x* —-4x+1=0 - x:lx:% e con la

limitazione 'unica intersezione Ezg;

Intersezioni asse delle ordinatex=0 - y=1;

Positivita: nel dominio la funzione e sempre positiigto che si tratta di una funzione radice;

Asintoti verticali : non ce ne sono;

Asintoti orizzontali: non ce ne sono. Infatim v3x? —4x+1 =+

X — —00

Asintoti obliqui :

y=mx+q
Seama IBTE T
m= lim 222 "2 = Jim X = lim X =-J3
X — =00 X X — =00 X X — =00 X
g=Ilim \/3x2—4x+1+x\/§]: Iim{ —ax+1 }: lim —ax+1 :i
o | VB2 —Ax+1-x3] T 3_4+ 1 3 3
X

per cui I'asintoto & unico ed & pariya= —/3x+—— come gia anticipato. L'altro asintoto non lo

NE]

abbiamo calcolato e ritrovato perché abbiamo Iaazmnexsg



Crescenza e decrescenza
Calcoliamo le derivate:
3X-2

IX - V" =
o V3X? —4x+1

Per cui la funzione & crescente nell’ intervatii (1+») e decrescente altrove. Poiché abbiamo la

>0 - x[(L+w) tenendo conto del dominio di definizione.

. . 1 . .
limitazione geometricx < 3 allora la nostra funzione & sempre decrescente.

Inoltre essa non e derivabile inz% perchélim y'(x) = lim y'(x) = —oo.
1 1

X Xo=
3

Il grafico é sotto presentato:

1
y=~\3x2—4x+1 -’fig

Tale grafico poteva essere ricavato anche parteddb grafico dell'iperbole traslata e

. . ) .. L IXE=
considerandone il ramo che soddisfala alle limdaz 3.
y=20



3)

Considerando la figura di partenza si ha:
AM = ABsin(a) =sin(a)
BN = ABsin(2a) =sin(2a)

Per cui la funzione da massimizzar&g) = sin’(a) +sin’(2a .

)

Calcoliamo le derivate:

S'(a) = 2sin(a) cos@) + 4sin(2a) cos@a) = sin(2a )1+ 4cos@a)|
S'"(a) = 2cos@a) +8cosiéa)

Il segno lo si discute sempre discutendo singolatenegni fattore, ricordando la limitazione
0°<a<60:

sina) >0 - kr<a <g+ kmr

cosQa)>—£_>kﬂ<a<iarco 1 +kmrd ﬂ—iarco . +km<x<m+km
4 2 4 2 4

e limitandoci in0° < a < 60° si ha:

S(a)>0- 0<a <1ar co{—lj
2 4
S"(lar co{—ljj <0
2 4

per cui il valore che massimizza la funzioi®éa) = sin*(a) +sin*(2a &)

a= lar CO{—EJ [152°13
2 4



4)
Per dimostrare I'ultima questione ci serviamo tazeni trigonometriche fondamentali:
sin(72°) = 2sin(36°) cos@6°)
sin(36°) = 2sin(18°) cos(.8°)
cosB6°) =1-2sin* (L&)
sin(72°) =sin(90° —-18°) = cos(.8°)

Da queste ricaviamo:

4sin(1&) cos(&)[1- 2sin? (L&) | = cos(8°) — 4sinl&)|L-2sin’ 18°)|=1

Poniamo orax =sin(L8° )allora:

4sin(L&)[1- 2sin” A8°)| =1 — 4x(1-2x°) =1  8X° —4x+1=0 —

1 :—11\/5

(2x—1)(4x2+2x—1)=0—>x=§,x ;

: 1 R . . . 1 :
Ora la solu2|onex=§ non € accettabile perché a 30° il seno v;é}le Inoltre la soluzione

_-1-+5
4

va scartata perché riguarda un angolo che naw& nel primo quadrante, in cui si

trova invece 18°. Per cui in conclusione si ha

sin(18°)=_1+\/g
4
Ora
C=+ 1 = 1 1 =F 1 1=
l4cos’ 36°) -1 [4cos’ (2*18) -1 |alcog’ a&) - sin’ 4&")) -1
r 1 = 1 = 1 -
41_2 . 2 8° 2_1 P 2 _ 2
- 2sin 09) {1_2(_“@” . AHG Z@B 1
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