
 
 
Soluzione 
 
Il problema della quadrature del cerchio consiste nel trovare con riga e compasso solamente un 
quadrato avente la stessa area di un dato cerchio. Questo equivale a costruire un quadrato di lato 

ππ rrl == 2 . Ma questo non è possibile visto che, come ha dimostrato Lindermann nel 1882, il 
numero π  ( e quindi la sua radice) è un numero trascendente. 
 
 

 
 
Soluzione 
 
Il rettangolo avrà altezza triplo della base e quindi pari a ( )xln3 , per cui la sua area sarà 

)(ln3 2 xA = , da cui il suo volume sarà: 
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Ora applicando due volte consecutive il teorema di integrazione per parti si ha: 
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Per cui 
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Un valore approssimato con due cifre significative è: 
 

( ) 13.2671.23 ≈−≈V  
 

 
 
Soluzione 
 
Un’omotetia di centro O fissato non è altro che un’applicazione λT  che dato un punto P distante da 

O di una quantità d, manda questo stesso punto in un punto Q giacente sulla stessa semiretta OP 
distante dλ dal centro O. 
L’insieme delle omotetie di centro O e 0>λ è un gruppo. Infatti gode delle seguenti proprietà: 
 
 



• Associativa: 
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Infatti la trasformazione ( )

321
* λλλ TTT  porterà il punto P distante d dal centro O prima ad una 

distanza d21λλ  e poi ad una distanza d321 λλλ  in un punto Q giacente sulla stessa semiretta OP. 

Analogamente dicasi per la trasformazione ( )TTT
21

* λλ . 

 
• Esistenza elemento neutro: 

 
Tale elemento è 1=λ , infatti dato 0>µ  si ha 
 

µµµ TTTTT == 11  

 
In quanto la trasformazione 1T  manda il punto P in se stesso. 
 

• Esistenza dell’inversa. 
 
L’inversa di λT  è la trasformazione 1−λT , infatti IdTTTT == −− λλλλ 11  con I l’applicazione identica, 

dal momento che la trasformazione λT  porta P ad una distanza dλ dal centro O e la trasformazione 

1−λT  lo porta ad una distanza ( ) dd =−1λλ . 

 
In particolare si dimostra che questo gruppo è abeliano. 
 
Un ulteriore modo per dimostrare quanto appena dimostrato è notare che la omotetia di centro O 
fissato (supponiamo di stare nel piano e di prendere O=(0,0) senza ledere la generalità della 
dimostrazione) manda un punto P del piano  di coordinate ( )yx,  nel punto ),()','( yxyxQ λλ==  

cioè effettua la trasformazione 
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matriciale in questo modo: 
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In cui la matrice di trasformazione è 
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T  ed è diagonale. 

Ora il prodotto di due matrici diagonali è ancora una matrice diagonale, la matrice identità 
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,0 1T . Abbiamo così di nuovo dimostrato che l’insieme delle 

omotetie di centro fissato O è un gruppo. 
 
 



 
 
Soluzione 
 
La funzione presentata non è altro che una densità di probabilità notissima; infatti essa rappresenta 
la densità di probabilità di una variabile aleatoria gaussiana o normale di media µ  e varianza 2σ . 

Essendo una densità di probabilità essa avrà area sottesa nulla cioè 
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funzione viene più volte riferita come campana di Gauss vista la sua forma a campana: 
 

 
 
Una tale funzione, visto il suo vastissimo uso è gabellata numericamente. In particolare esistono 

tabelle che Rx ∈∀  contengono i valori dell’integrale 
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. Questo integrale non è 

altro che la probabilità che una variabile aleatoria gaussiana ),( 2σµNX =  assuma valori maggiori 

di x, cioè  
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Una tale densità di probabilità presenta come parametri caratteristici la media µ , la  varianza 2σ  e 
la deviazione standard σ  definita come la radice quadrata della varianza. Discutiamo ora il 
significato della media µ  e della  varianza al variare dell’una e fissata l’altra. 
 

• Fissata la varianza 2σ , al variare della media µ  la forma della campana non muta, ma 
trasla lungo l’asse delle ascisse. Infatti µ=x  è asse di simmetria per la densità ed in 

corrispondenza di µ=x  la densità assume valore massimo pari a 
πσ 2

1
. 

 
 



 
 
 

 
 
 
• Fissata la media µ , al variare della varianza 2σ , la densità cambia forma. Infatti al 

decrescere della varianza 2σ ( e quindi di  σ ) la campana si restringe sempre più, il 
massimo raggiunto per  µ=x  aumenta, e la campana tende a diventare una delta di Dirac 

centrata in µ=x  quando 02 →σ . Viceversa al crescere di 2σ (e quindi di  σ ) la campana 
si allarga sempre più, il suo massimo diminuisce, fino a che la densità tende a coincidere con 
l’asse delle ascisse se  ∞→2σ . Infatti in tal caso il valore massimo è nullo. Questo ci fa 
pensare che la deviazione standard e la varianza siano degli indici di come si distribuiscono i 
valori intorno alla media. 

 

 
 

 
 
Soluzione 
 
Nella geometria euclidea, l’asserto è dimostrabile sfruttando la proprietà che per un punto passa una 
sola retta parallela ad una retta data: 

 
 
 
 
 



 

 
 

 
Per i teoremi sull’uguaglianza di angoli alterni interni per rette parallele, si ha l’uguaglianza degli 
angoli in figura da cui °=++ 180γβα . 

 
In un contesto non euclideo si possono avere due possibilità: 

 
• Geometria ellittica: la parallela dal vertice non esiste e la somma degli angoli interni è 

maggiore dell’angolo piatto, ed i lati non sono segmenti ma archi di circonferenza:  
 

 
 
• Geometria iperbolica: la parallela dal vertice esiste e non è unica, e la somma degli angoli 

interni è minore dell’angolo piatto, ed i lati non sono segmenti ma archi di iperboli 
perpendicolari al cerchio esterno: 

  
 

 
 
 
 
 
 
 



 

 
 

Soluzione 
 
La probabilità in questione possiamo calcolarla, vista la scelta casuale del punto P, come rapporto 
tra l’area della regione in cui in punto P deve stare per essere distante più di 1 da ogni vertice e 

l’area totale del triangolo equilatero. L’area del triangolo equilatero è 
4

39
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= . Per calcolare 

l’area di interesse consideriamo la figura seguente: 
 

 
 

Il punto P non deve trovarsi in uno dei tre settori circolari di raggio 1 ed apertura angolare 
3

π
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L’area coperta da ogni settore angolare suddetto è 
6

π
, per cui l’area coperta da tutti e tre settori è  
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Soluzione 
 
La parabola e la circonferenza in esame sono tangenti nel punto (1,2) per cui hanno la retta tangente 
in (1,2) comune. Il segmento contenente il centro della circonferenza è perpendicolare alla retta 
tangente in (1,2), per cui il luogo dei punti in questione non è altro che la retta normale nel punto 
(1,2) cioè la retta perpendicolare alla retta tangente in (1,2). 
 



La retta tangente alla parabola in (1,2) ha coefficiente angolare 2)1(' == fm  per cui la normale 

avrà coefficiente angolare 
2

1
' −=m  per cui il luogo richiesto è 
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Soluzione 
 
Chiamiamo i tre gentiluomini Nicola, Pasquale e Fabrizio. La situazione iniziale e dopo le giocate 
effettuate è evidenziata nella tabella sottostante: 
 
 Pasquale Nicola Fabrizio 
Soldi iniziali A B C 
Soldi dopo a1  giocata A-B-C 2B 2C 

Soldi dopo a2  giocata 2(A-B-C) 2B-(A-B-C)-2C=-A+3B-C 4C 

Soldi dopo a3  giocata 4(A-B-C) 2(-A+3B-C) 4C-2(A-B-C)- (-A+3B-C)= 
-A-B+7C 

Va risolto allora il sistema: 
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Soluzione 
 
La funzione 6632 23 ++−= xxxy  è una funzione definita, continua e derivabile in tutto R.  

Inoltre −∞=+∞=
−∞→+∞→

yy
xx
lim,lim . 

La sua derivata è Rxxxy ∈∀>+−=   0)1(6' 2 , per cui la nostra funzione è sempre crescente. Le 

considerazioni sui limiti a ∞±  e sulla crescenza, ci portano a dire che ( ) 0    ! =∈∃ xf:Rx . 
Tale valore lo calcoliamo attraverso il metodo di bisezione. 
Partiamo dall’intervallo ]0,1[− . Si ha: 
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Per cui lo zero ha come valore numerico con due cifre significative 67.0−=x . 
 



 
 
Soluzione 
 
 

 

 
 
 
 


